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Дифференциальные уравнения помогают решать различные задачи не только в математике, но и в физике, биологии, экономике и других науках и сферах деятельности человека. Модель дифференциальных уравнений является примером математической модели, применяемой при решении задач. 

 В нашей работе мы рассматриваем дифференциальные уравнения и их применение в биологии.
Основной целью работы является углубление знаний по теме «Дифференциальные уравнения» и показать, что дифференциальные уравнения являются одним из основных орудий математического естествознания, т.е. познакомиться с математическим моделированием реальных процессов методом дифференциальных уравнений.
Для её реализации необходимо решить следующие задачи: 

1)рассмотреть некоторые теоретические сведения о дифференциальных уравнениях

2)научиться составлять саму модель дифференциального уравнения применительно

к конкретной задаче 

3)научиться решать несложные дифференциальные уравнения, разобраться в геометрической интерпретации уравнений первого порядка. 

Для этого в практической части работы мы рассматриваем  задачу, чтобы проиллюстрировать общий принцип составления модели дифференциального уравнения. 

Процессы, протекающие в окружающем нас мире, характеризуются взаимо​связанностью величин, определяющих эти процессы. Математи​ческим выражением этой взаимосвязи является понятие функ​циональной зависимости! 
Реально протекающие процессы слишком сложны для того, чтобы непосредственно применять к ним ма​тематические методы, а слишком упрощенные схемы явлений дают результаты, весьма далекие от истины. Чтобы справить​ся с этой трудностью, строят для данного процесса несколько математических моделей, позволяющих с большей точ​ностью описать изучаемое явление, получить ответы, которые потом можно сравнить с результатами экспериментов, и выяс​нить, какая модель дает ответы, достаточно близкие к истине, и в то же время достаточно проста для дальнейшего изучения.
Математическая модель, при которой скорость изменения величины пропорциональна этой величине, с недостаточной точностью описывает многие физические, химические и биологические процессы.

Пример. Пусть колония живых организмов находится в благоприятных условиях, благодаря чему рождаемость выше, чем смертность, причем пространство, занимаемое колонией, и пищевые ресурсы будут считаться неограниченными. Предложим также, что хищников, питающихся организмами данной колонии, нет. Найдем закон изменения численности организмов в зависимости от времени, если в момент времени t=0 их число равнялось y0.


Решение.  Заметим, что число организмов всегда выражается целым числом. Поэтому оно является разрывной функцией от времени, и, казалось бы, к данному вопросу нельзя применить модель, основанную на производной. Но при достаточно большом числе организмов в колонии эту разрывную функцию можно с достаточной точностью приблизить непрерывной и даже дифференцируемой функцией и изучать соответствующую модель явления. Если в результате расчетов окажется, что, например, число организмов в колонии равно 125,76, то это означает, что на самом деле число организмов  примерно равно 125 или 126. Сделанная при этом ошибка куда меньше, чем ошибка, связанная с неточностью выбранной модели, недостаточной определенностью значений коэффициентов и начальных условий и других привходящих обстоятельств.

Будем считать, что скорость изменения численности организмов пропорциональна этой численности и α-коэффициент пропорциональности: (=(у. Так как ( =y[image: image2.png]


, то численность y организмов в колонии в момент t удовлетворяет уравнению у[image: image4.png]


=αу.

Значение y выражается формулой y=y0еkt  получаем, что число организмов в колонии выражается законом 
y=у0еαt.
Поскольку при α>0 функция у0еαt стремиться к бесконечности при 
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, то и число экземпляров данного вида будет стремиться к бесконечности. Например, расчеты

показывают, что потомство одной пары мух за два года при беспрепятственном размножении имело бы массу, превосходящую массу Земли. В действительности столь быстрый рост, естественно, не наблюдается, хотя известны случаи, когда некоторые виды животных и растений, попав в благоприятные условия, размножались настолько быстро, что становились бедствием (кролики в Австралии, водяной гиацинт в реках США и т. д.).

Мы рассмотрели пример процесса, математической моделью которого служит уравнение вида y[image: image7.png]


= ky. Поскольку решение этого уравнения имеет вид y = Cekt, т.е. решение уравнения – показательная функция, то уравнение y[image: image9.png]


  называется уравнением показательного роста. Рассмотренный процесс называется процессом показательного роста.

Наряду с процессом показательного роста, когда скорость изменения величины пропорциональна значению этой величины, встречаются процессы, в которых эта скорость пропорциональна разности между значением величины и некоторым стандартным значением α, причем коэффициент пропорциональности отрицателен. В этом случае имеем: 
[image: image10.wmf]u

=-k(y-α), где k>0. Поскольку  (=y[image: image12.png]


, то полученное равенство можно записать в виде  y[image: image14.png]


=-k(y-α).

     Чтобы найти y из этого уравнения, введем новую искомую функцию z= y-α Так как 
z[image: image16.png]


=(y-α)[image: image18.png]


=y[image: image20.png]


-α[image: image22.png]


=y[image: image24.png]


-0=y’, то уравнение y[image: image26.png]


=-k(y-α) можно переписать в виде z[image: image28.png]


=-kz. Решение последнего имеет вид: z=z0e-kt. Поскольку  y=z+α, z0=y0-α, то получаем, что  y=α+( y0-()e-kt. Здесь y0- начальное значение искомой величины y (т.е. ее значение в момент времени t=0).

Если 
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, то функция e-kt стремится к нулю. Поэтому с течением времени значение y приближается к числу α (см. рис. 1). Процессы описанного вида называются процессами выравнивания.
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Рис 1.
Метод позна​ния действительности с помощью построения математических моделей успехом применяется в биологии.

Рассматривая задачу о численности колоний жи​вых организмов, находящихся       в благоприятных условиях, мы получили, что эта численность y описывается дифференциаль​ным уравнением y[image: image32.png]


=αy где α  - некоторый коэффициент. При этом мы пренебрегли ограниченностью жизненного пространства и пищевых ресурсов, а также наличием хищников. Решение указанного выше дифференциального уравнения - показатель​ная функция y=y0 aαt, растущая очень быстро и неограниченно. На самом же деле чрезмерное увеличение численности данно​го вида на ограниченной площади приведет к более частым столкновениям из-за пищи, пространства для жилья и т. д. По​скольку при возрастании численности в п раз число нежела​тельных столкновений увеличивается в п2 раз, то можно при​нять, что неблагоприятное влияние численности колонии на рож​даемость пропорционально квадрату этой численности. Поэтому уравнение y[image: image34.png]


=αy заменяется уравнением y[image: image36.png]


=αy-βy2.

            Ниже  мы решим это уравнение и увидим, что оно дает вполне реальную картину,     когда 
  численность колонии сна​чала растет по показательному закону, а потом рост замедля​ется и  численность стремится к некоторому пределу.

Еще более близкие к действительному положению вещей ре​зультаты получатся, если    учесть, что многие виды развиваются не в изоляции, а имеют врагов (хищников), питающихся ими. Здесь уже придется рассмотреть две функции - число y жертв и число x хищников как функции от времени t. Будем считать, что при отсутствии хищников число жертв возрастает со ско​ростью, пропорциональной числу экземпляров данного вида, а число жертв, поедаемых хищниками, пропорционально произве​дению общего количества жертв и общего количества хищников (грубо говоря, пропорционально числу возможных встреч хищника и жертвы).
 Тогда получаем дифференциальное уравнение вида y[image: image38.png]


=αу - βху.
Однако, поскольку у нас две искомые функции, надо полу​чить еще одно уравнение, в которое входила бы производная x[image: image40.png]


 — скорость размножения хищников. Ясно, что, чем больше у хищников пищи (жертв), тем быстрее они размножаются. Кро​ме того, быстрота размножения зависит и от имеющегося в данный момент количества хищников. В то же время смертность хищников пропорциональна их числу, но не зависит от числа жертв. Поэтому для x' имеем в первом приближении такое урав​нение: x'=(xу-(х.
Итак, задача «жертва — хищник» свелась к решению систе​мы двух дифференциальных уравнений:,

              [image: image42.png]


        








  (1)
(здесь α,β,(,(— некоторые положительные числа). Сейчас отметим , что при
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 имеем: x[image: image48.png]


=у[image: image50.png]


=(). Это значит, что М ([image: image52.png]


,является «стационарным состоянием» изучаемой системы - она находится в равновесии и ни число жертв, ни число хищников не меняется с течением времени.

В заключение подчеркнем, что и система дифференциальных уравнений (1) не является точным отражением действительности на самом деле надо учитывать наличие многих видов, их различные взаимодействия, общие условия, ограничивающие рост численности некоторого вида, и многие иные факторы. По​строение математических моделей больших сообществ животных и растений и эволюции этих сообществ  актуальная и важная задача современной науки.
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Рис.2
Решим дифференциальное уравнение у[image: image55.png]


=αу-βу2,
к которому мы пришли выше, решая задачу о чис​ленности у организмов данной колонии, развивающейся в изоляции (т.е. без учета хищников) на ограниченном жизненном пространстве (т.е. с учетом внутренних конфликтных ситуа​ций из-за жизненных ресурсов).  

Будем считать, что в началь​ный момент времени t = 0 численность организмов колонии рав​на у0, т. е. у(0) = у0.
Решение. Перепишем уравнение у[image: image57.png]


=αу-βу2 следующим образом:

[image: image59.png]


,

                  Замечаем, что это уравнение вида [image: image61.png]


, где а = О, в = [image: image63.png]


 и k =-β. Значит, ответ можно записать в виде [image: image65.png]


Се(в-а)kt , т.е.  [image: image67.png]


-αt.

Выразим из этого соотношения переменную у:




[image: image69.png]


.





(2)
Для отыскания [image: image71.png]


 воспользуемся начальным условием у(0)= у0. Получим: [image: image73.png]v

a0



, откуда находим: [image: image75.png]


. Подставив это значение [image: image77.png]


 в равенство (2) и произведя необходимые упрощения, получим:

[image: image79.png]Y = Bt e ®



 





 (3)
Введем следующие обозначения: а = βу0, в=α-βу. и заме​тим, что а>0. Кроме того, по смыслу задачи можно считать, что коэффициент α существенно больше коэффициента β, при​чем настолько больше, что α-βу0>0, т. е. в>0. Теперь мы мо​жем равенство (3) переписать в более простом виде: у  =[image: image81.png]e
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.
Если в значительно больше, чем а, то при малых значениях t знаменатель приблизительно равен a + b, и потому у возраста​ет по закону, мало отличающемуся от закона показательного роста у=у0еαt. При больших значениях t слагаемое аеαt стано​вится значительно больше, чем в, и тогда значение у прибли​зительно равно значению [image: image85.png](ate) yoe"



 , т.е. [image: image87.png]


 График функ​ции у изображен на рис. 2. На этом рисунке наглядно видно, как происходит переход от показательного роста к процессу вы​равнивания. Такой закон роста называют логистическим, кри​вую - логистической кривой.
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Рис. 3
Пример. Решая  задачу о хищниках и жертвах, мы получили систему дифференциальных уравнений
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 (4)
Здесь у- число жертв, х- число хищников, а производные у[image: image92.png]


 и x[image: image94.png]


 бе​рутся по времени t . Найдем зависи​мость между х и у.
Решение. По правилу дифференцирования сложной функ​ции имеем: уt’= ух’(хt’ . Поэтому  [image: image96.png]


Тогда из системы (4) выводим, что [image: image98.png]


 = [image: image100.png]


, т.е. [image: image102.png]y(a—px)
=0y




.
 Имеем далее:  [image: image104.png]
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 ,
т. е.
((-[image: image108.png]


 ) [image: image110.png]


 β.
Это уравнение можно переписать так:

((у-([image: image112.png]Iny



)[image: image114.png]


 = (α[image: image116.png]In x



 –βх)[image: image118.png]


.
Значит,

(у-([image: image120.png]Iny



 = α[image: image122.png]In x



-βх+[image: image124.png]InC



,
т. е.
[image: image126.png]In Cx* e~



 = [image: image128.png]


.
или

С[image: image130.png]x%eF*



 = [image: image132.png]


.
Этим равенством и связаны число жертв у и число хищни​ков х. Значение С определяется начальными значениями х и у.

Вывод: Приобрели навыки исследовательской и творческой работы, практического применения знаний о дифференциальных уравнениях в процессе обучения.
При выполнении работы мы рассмотрели теоретические сведения о дифференциальных уравнениях, модель дифференциального уравнения, разобрались в геометрической интерпретации уравнений первого порядка и показали, как составляются дифференциальные уравнения, отправляясь от естественнонаучного примера.
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